2 Modellbildung

MATLAB und Simulink basieren auf einer mathematischen Modellierung eines zu untersuchenden
Systems, die Tools Simscape, SimPowerSystems, SimMechanics, SimDriveline und SimHydrau-
lics dagegen auf einer Modellierung physikalischer Modelle, siche Kapitel 7. Wir wollen uns in
diesem Kapitel mit mathematischen Modellierungs-Methoden beschiftigen. Dabei beschrinken
wir uns auf deterministische mechanische Modelle mit konzentrierten Parametern, die sich durch
gewohnliche — im Gegensatz zu partiellen — Differenzialgleichungen beschreiben lassen. Hierzu
stellen wir die fiir uns wesentlichen Grundlagen in einer hier benétigten Form kurz zusammen.
Ziel ist es, komplexere kinematische Zusammenhinge und schlieflich Bewegungsgleichungen
symbolisch mit Hilfe der Computeralgebra unter MATLAB mit der Symbolic Math Toolbox zu
generieren, auf Beispiele anzuwenden und auszuwerten.

Eine detailliertere Darstellung insbesondere fiir Mehrkorpersysteme (MKS!) setzt umfangrei-
che Kenntnisse u. a. der Kinematik und Kinetik voraus. Zur Vertiefung verweisen wir auf die
einschldgige Literatur [10], [17], [49], [54], [56] und insbesondere [67]. In [49], [67] werden
einige hilfreiche praktische Aspekte der Methoden dargestellt. U. a. sind in [56] Grundlagen zur
Modellbildung starrer und elastischer mechanischer Systeme fiir die Simulation und Regelung
nachzulesen.

Fiir die Formulierung der Bewegungsgleichungen von Mehrkorpersystemen bestehen zwei i.
Allg. grundsitzliche Moglichkeiten:

* Bewegungsgleichungen in den voneinander unabhdngigen Minimalkoordinaten: Aufstel-
len unter Verwendung der expliziten Bindungen. Wir erhalten gewohnliche Differenzialglei-
chungen.

* Bewegungsgleichungen in voneinander abhdngigen Koordinaten: Aufstellen unter Verwen-
dung der impliziten Bindungen. Wir erhalten differenzial-algebraische Gleichungssysteme.

Auf die Formulierung in voneinander abhingigen Koordinaten mit impliziten Bindungen gehen
wir in Kapitel 5 ein. Hier betrachten wir zunéchst nur Formulierungen in Minimalkoordinaten,
die die holonomen-skleronomen oder -rheonomen Bindungen, vgl. [49], [56], [67] erfiillen.

Die klassischen Vorgehensweisen unterscheiden zwischen synthetischer und analytischer Me-
thode. Wir beschreiben die Unterschiede stichwortartig anhand zweier bekannter Vorgehenswei-
sen:

synthetisch: NEWTON - und EULER - Methode

o Zerlegung (Freischneiden) des Systems in Einzelelemente, Schnittgrofen einfithren

* Anwendung von Impuls- und Drallsatz

e Zusammensetzen des Systems u. a. durch Eliminieren der Schnittkrifte und -momente,
d. h. einarbeiten der expliziten Bindungen.

analytisch: LAGRANGE -Formalismus (2. Art)

1 MKS: besteht aus starren massebehafteten Korpern - z. B. Punktmasse, Widerstand - und masselosen Verbindungs-
elementen - z. B. Feder, elektrische Leitung -

W.D. Pietruszka, MATLAB® und Simulink® in der Ingenieurpraxis,
DOI 10.1007/978-3-658-06420-4_2, © Springer Fachmedien Wiesbaden 2014
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 Festlegung der generalisierten (verallgemeinerten) Koordinaten gy; es sind f Minimal-
koordinaten, f Anzahl der Freiheitsgrade.

e Bestimmung der Gesamtenergien (kinetische und potentielle Energie, 7, V) aus der
Summe der Teilenergien Ti, V). sowie der generalisierten Krifte/Momente Q; der Ele-
mente k.

* Auswertung der LAGRANGEschen Gleichung (2.109).

Die synthetische Methode bietet den Vorteil, dass z. B. Kennlinien, die das Verhalten von mas-
selosen Elementen beschreiben, leicht eingearbeitet werden konnen; die im System wirkenden
Krifte treten deutlich hervor. Nachteilig kann eine gro3e Zahl von Variablen sein sowie die nicht
leicht zu ermittelnden Beschleunigungen. Vorteil der analytischen Methoden ist die schematische
Vorgehensweise. Da alles auf Energien aufbaut werden Symmetrien offenbar, es werden hochs-
tens die ersten zeitlichen Ableitungen der Koordinaten benétigt. Fiir den Ingenieur ist oft von
Nachteil, dass Krifte nicht unmittelbar anfallen.

Heute strebt man, unabhiéngig von der Vorgehensweise, formale rechnerorientierte Wege an.
Anforderungen an derartige Formalismen sind:

 formales, schematisches Vorgehen,
¢ kein Freischneiden, Zwangskrifte werden automatisch beriicksichtigt,
* man erhilt bei mechanischen Systemen eine einheitliche Normalform.

In den folgenden Abschnitten wollen wir zunichst kurz auf mogliche Strukturen der Bewegungs-
gleichungen eingehen, um daran anschlieend benétigte Grundlagen der Kinematik und Metho-

den zur Formulierung von Bewegungsgleichungen mechanischer Systeme zu erarbeiten und sym-
bolisch auszuwerten.

2.1 Bemerkungen zur Schreibweise

Beziiglich der mathematischen Schreibweise gehen wir von einer reellen Matrizenformulierung,
siehe u. a. [22], aus. Beispiele:
e Spaltenvektor und Zeilenvektor (transponierter Spaltenvektor)

r=|y| €R, ¢d"=[a @ - @] €R" Q.1)

e 1 X m-Matrix und deren Transponierte, n = m quadratische Matrix, € R™"

apl aip - aim ajl a1 - apd
ary azp - dogm T ajp axp ot app

A= . . . ) ; B=A = ) ) ) ) (2.2)
ap,1 Aup2 - Apm Alm A@m " dogm

oderkurz:A = (a;;), i=1,2,..,n, j=1,2,..,m
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e JACOBI-Matrix J gebildet mit der m x 1-Vektorfunktion f(q),

def 9f(q) df(q) If(q) 9f(q)

J = e = Rmvn ,
@ dq I I IGn
of, (2.3)
Jpo= =22 i=1,2,....m, k=1,2,....n.
G
e Totale Ableitung der Vektorfunktion f(g(t),¢) zweier Veridnderlicher nach dem Skalar ¢
d _ of dq(t) df _ . of
af(‘I(f)J) = %T‘FW —-’(‘1)4(’)"‘5- (2.4)
2.2 Strukturen der Bewegungsgleichungen

Im Allgemeinen kénnen wir die nichtlineare, gewohnliche Differenzialgleichung in expliziter
oder in impliziter Vektor-Form anschreiben, z. B.

x = g(x,t), oder g(x,x,7) =0 (2.5)

mit der unabhéngigen Variablen 7 — hier der Zeit — sowie dem Vektor der abhéngigen Variablen x
mit der zeitlichen Ableitung . Vielfach ist x der Zustandsvektor, z.B.x = [¢", ¢"|T. Gehen wir
von den oben angesprochenen Methoden (z. B. NEWTON-EULER-Formalismen), mit denen Be-
wegungsgleichungen dynamischer Mehrkorpersysteme mit f Freiheitsgraden aufgestellt werden,
aus, dann erhalten wir im Allgemeinen nichtlineare Differenzialgleichungen zweiter Ordnung in
Normalform:

M(q,t)g+ f(q, q, fe, 1) =0 (2.6)

mit dem f-Vektor der verallgemeinerten Koordinaten g(¢), der positiv definiten und symmetri-
schen f x f-Massenmatrix M = MT > 0, dem f-Vektor f(q, g, f, t) der gyroskopischen, dis-
sipativen, eingeprigten Krifte und Momente u. a. aus Dampfer, Feder, Gravitation, Magnetfeld
usw. sowie der explizit von der Zeit ¢ abhiéngigen dufieren Erreger- bzw. Storfunktion fg (7). We-
sentlich ist, dass die Beschleunigung stets linear auftritt, so dass bei mechanischen Systemen
(2.6) mitx = [qT, qT] T immer auf die Form (2.5) gebracht werden kann.

In vielen praktischen Fillen hingen g, g bzw. M, f nicht explizit von der Zeit ab, man spricht
u. a. von einer autonomen, im Gegensatz zur nichtautonomen Bewegungsgleichung, bei der die
Zeit explizit auftritt.

23 Grundlagen

2.3.1 Kinematik starrer Korper

Zur mathematischen Formulierung der Bewegungsgleichungen, z. B. eines Modells aus einem
oder mehreren starren Korpern ist die Beschreibung von Lage, Orientierung sowie deren zeitli-
chen Ableitungen, d.h. Geschwindigkeit und Beschleunigung, ohne Beriicksichtigung der ein-
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wirkenden Krifte und Momente, von grundlegender Bedeutung. Diese Beziehungen lassen sich
einerseits physikalisch anschaulich [49] oder andererseits rein formal [10] gewinnen. Da wir die
Ausdriicke symbolisch mittels Computeralgebra unter MATLAB auswerten wollen, erscheint der
formale Weg der geeignetere. Zunichst betrachten wir den einzelnen freien starren Korper nach

s (K)
/ _15th A8(n)

-.\\ b Ipy

Py

Bild 2.1: Koordinatensysteme

Bild 2.1 mit dem Bezugspunkt P sowie einem beliebige Punkt S. Wir legen zwei rechtwinkli-
ge (kartesische) Koordinatensysteme zugrunde: das Inertialsystem (/) mit dem Ursprung in O
und das korperfeste Koordinatensystem (K) mit dem Ursprung in P. Das Inertialsystem ist raum-
fest; die Basisvektoren (Einheitsvektoren) von (/) dndern, im Gegensatz zu denen von (K), ihre
Orientierung nicht.

Alle absoluten zeitlichen Ableitungen beziehen sich auf das Inertialsystem in dem Impuls-
und Drallsatz gelten. Der relative Abstand |rpg| in (K) ist konstant, die Richtung dndert sich
wihrend der Bewegung des Korpers gegeniiber (1), wie in Bild 2.1 zu 7, angedeutet.

Den Ortsvektor rg schreiben wir zunédchst im (/)-System an:

T
irs = rp +res, r=[r,mn, 3] € R, 2.7

wobei der linke Index stets die verwendete Basis, der rechte die Relativitit angibt, wobei wir 0
nicht schreiben, d. h. rop =% rp. Die Verschiebung (Translation) des Bezugspunktes P gegeniiber
(I) wird durch ;rp, die Orientierung von ;rps durch eine Drehung festgeschrieben. Ist die Ab-
bildungsvorschrift der Drehung T, die xrps in die Basis von (/) iiberfiihrt, bekannt, dann gilt
auch

irs = irp + Tix xres, Tix € R (2.8)
Tk beschreibt also die Drehung von grpg gegeniiber (/):

1rps = Tig kTps. (2.9

2.3.1.1 Drehmatrix

Mit Hilfe der Drehmatrix (siehe auch Drehtensor in [15], [67]) T konnen Tensoren und Vektoren
in das gewiinschte Koordinatensystem transformiert werden; z. B. gilt:
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e Tk : Transformation von (K) nach (I) — rps = Tix grps
e Tk; : Transformation von (/) nach (K) — grps = Ty irps, T = TITK .
Tk ist eine Orthogonalmatrix, d. h. die Transponierte ist gleich der Inversen
T, 'Tix = TkTix = E, 3 x 3 — Einheitsmatrix E . (2.10)
Fiir eine Riicktransformation von (/) nach (K) gilt somit
Ty = T)' = Tk (2.11)

Die Gesamttransformation Tk setzt sich aus drei Elementardrehungen in gewéhlter Reihenfolge

/ P Y
KZ KT
1
1z f\ "
KZ y, KZ
/"
3 Ky, KX KT
KY
o % Ky//

Bild 2.2: Elementardrehungen

zusammen. Diese einmal gewéhlte Reihenfolge muss beibehalten werden; sie ist nicht vertausch-
bar. Die Elementardrehungen erlauben es, durch die vielfiltigen Kombinationsméglichkeiten fiir
jede technische Aufgabe, z. B. Kreiseltheorie, Flugmechanik, eine geeignete Drehmatrix aufzu-
bauen.

Wihlt man beispielsweise die Drehungen um die Achsen in der Reihenfolge zu x —y' — 7,
wie in Bild 2.2, so handelt es sich um die bekannten KARDAN-Winkel, vgl. [10], [49]. Zur an-
schaulichen Deutung dieser Elementardrehungen, es sind ebene Drehungen, transformieren wir
schrittweise den Vektor

= [, 2, 3]0 — kr = [kr1, k12, k73"

Die Teiltransformationen der ebenen Drehung sind in Bild 2.2 dargestellt. Fiir die Elementar-
drehung o um die ;x-Achse liest man die zugehorige Transformation

[ 1 0 0 mn Kr’l
0 cosa sina m | = | krh |, — Tomr=gr (2.12)
| 0 —sina cosa 3 KT

ab. Fiihrt man anschlieBend die Drehung § um die gxy’-Achse (Knotenlinie) durch, dann folgt

[ cosB 0 —sinf K xr|
0 1 0 K}"/z = KV/Z/ s — Tﬁ [(r/ = Kr" (213)

| sinf 0 cospf KT KTy
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und entsprechend fiir die dritte Drehung ¥ um die xz”-Achse:

cosy siny 0 kr{ K71
—siny cosy O krh | = | k|, = Tygr" =gr (2.14)
0 0 1 Krg’ K3

Die vollstidndige Drehtransformation setzt sich aus den drei obigen Elementardrehungen

kr = TyTgTo v = Tgg v, baw. ;v = ToTAT; xr = Tig gr, (2.15)

zusammen. Ausgefiihrt erhalten wir z. B. per Computeralgebra

cos B cosy —cosfsiny sin 8
Tixk=| cosasiny+sinasinffcosy cosacosy—sinosinfsiny —sinocosf | . (2.16)
sinosiny—cosasinfcosy sinacosy+cososinfsiny cosocosf

Nachteil: Es treten singuldre Drehwinkel, z. B. § = %, 37”, -- -, auf. Sie entstehen dadurch, dass
in Bild 2.2 zwei Elementardrehungen zusammenfallen und somit ein Freiheitsgrad verloren geht.
Die Singularitéten lassen sich mit komplementdren Drehwinkeln vermeiden, vgl. [56].

Andere Transformationen ergeben sich, wenn die Drehreihenfolge geéndert wird. So gilt bei-
spielsweise fiir die EULER-Winkel u. a. eine Reihenfolge um die z,x’,z”-Achsen der jeweils
aus der vorhergehenden Elementartransformation folgenden Koordinatensysteme; vgl. [10], [64].
In der Raumfahrt, Robotik [15], Flug- und Fahrzeugdynamik benutzt man u.a. die z,y’,x”-
Konvention.2 Man spricht dann von der Roll-, Nick-, Gear-Winkeldefinition oder RNG-Winkeln
(Roll, Pitch, Yaw bzw. RPY-Winkeln). Dabei kann u. a. die z-Achse (Rollen) mit der Fahrzeug-
richtung, die y-Achse (Nicken) mit der Querrichtung und die x-Achse (Gieren) mit der Hoch-
achse zusammenfallen. Die Drehung erfolgt mit oder gegen der Uhrzeigerdrehung, was bei der
Anpassung der allgemein giiltigen Elementardrehungen (2.12) - (2.14) zu beriicksichtigen ist.

Im Falle infinitesimal kleiner Drehungen konnen trigonometrische Funktionen in T lineari-
siert werden. Bei Beriicksichtigung von lediglich Grofien erster Ordnung spielt die Reihenfolge
der einzelnen Drehungen zur Ermittlung der Transformationsmatrix keine Rolle mehr. Infinitesi-
mal kleine Drehungen besitzen Vektoreigenschaften.

2.3.1.2 Geschwindigkeiten und Beschleunigungen

Im Allgemeinen ist es immer zweckmiBig, bei der Bestimmung der absoluten Gréen zunéchst
von einer Darstellung im Inertialsystem auszugehen und anschlieBend das Ergebnis in die ge-
wiinschte Basis zu transformieren. Diesen Weg verfolgen wir hier konsequent.
Geschwindigkeiten: Die absolute Geschwindigkeit des Punktes S auf dem starren Korper erhilt
man somit durch zeitliche Differenziation von (2.8)

d

= 5(*), krps = konst. 2.17)

s = 1ip + Tig kres (%)

2 http://de.wikipedia.org/wiki/Roll-Nick-Gier-Winkel
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Wiihlen wir eine einheitliche Darstellung im Inertialsystem, so folgt mit (2.9)

its = 1#p + TixTkr 7ps. (2.18)
Dabei ist der Tensor TixTk; schiefsymmetrisch, d. h. es gilt

TixTxk; = —(TixTxr)" = ~TixTxs. (2.19)

Dieser schiefsymmetrische Tensor wird mit @ bezeichnet und mit ;@ = ; [0y, @y, a)z]T gebildet,
wobei oy, 0y, 0, die Winkelgeschwindigkeitskomponenten des Korpers in der Basis / sind. Der
Tensor (2.19) hat die Struktur

_ 0 - o
TixTx; = 1@k = , 0 - , 1@ = — 1@k (2.20)
rL—® O 0 KI

und wird auch kurz Tildeoperator genannt. Damit ldsst sich (2.18) rechnerorientiert formulieren

) ) . Lo
[Fs = 1fp + @k Tps = jFp + @ X [Ips, (2.21)

womit gleichzeitig die Bedeutung des Tildeoperators zu erkennen ist.

Zur Formulierung der Winkelgeschwindigkeiten definieren wir, in Analogie zu den Elementar-
drehungen, Elementarwinkelgeschwindigkeiten ¢, 8, 7. Mit ihnen wird eine Basis aufgespannt,
die weder orthogonal noch mit einem der beiden Koordinatensysteme (/) oder (K) zusammen-
fallt, vgl. [10]. Fiir eine Darstellung in einem der beiden rechtwinkligen Systeme (/), (K) sind
also die drei Elementarwinkelgeschwindigkeiten infolge der Drehungen um die x, y', z’-Achsen
unterschiedlichen Transformationen zu unterwerfen. Im Falle der KARDAN-Winkel gilt

k® = {Ty [Ty (¢te1)]} + [Ty(Be2)] + (7e3) (2.22)
mit e; als i-ten Einheitsvektor, z. B.: eg = (0, 1,0). Gleichung (2.22) kann zu
a
KO = [TYTBeh Ty€27 83] ﬁ (2.23)
14
zusammengefasst werden. Damit liegt eine Beschreibung im rechtwinkligen (K)-System vor.

Um auf eine Darstellung im (/)-System zu gelangen, wird (2.23) mit der Transformationsma-
trix (2.15) Tix = Tng T, durchmultipliziert, so dass

(04

1@ = T[]( KO = TngT;,r [TyTﬁel, Tyez, 83] ﬁ

Y
5 (2.24)
= {el, T e, TgTEeg] B
Y
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folgt. Bezeichnet man nun die absoluten Geschwindigkeiten mit v, so gilt fiir (2.21)

- ' )
Vs = vp + [@kj ;rps = vp + 1@ X [rps; Vs = jFs. (2.25)

Eine Darstellung im korperfesten System erhalten wir, wenn wir auf (2.25) die inverse Transfor-
mation Tx; anwenden und (2.9) einsetzen:

Tks iis = Tks e + TxiTix krps — ks = xip + TxiTix krps, (2.26)
hierin ist
TxiTik = k@i (2.27)

der schiefsymmetrische Tensor der Winkelgeschwindigkeiten x@® im korperfesten System mit
dem Aufbau nach (2.20). Erweiterung von (2.27) und Vergleich mit (2.20) liefert das Tensor-
transformationsgesetz fiir die Tildeoperatoren:

k®ix = TxiTix = TxiTixTxiTik = Tkr 1@k; Tik- (2.28)
Die Absolutgeschwindigkeit xvs von S lautet mit (2.26) im korperfesten Koordinatensystem
KVS = kVp + k@K KTPs- (2.29)

Beschleunigungen: Differenzieren wir (2.17) nach der Zeit, dann folgt die Absolutbeschleuni-
gung von S

iFs = i#p + Tix krps,  krps = konst., (2.30)
bzw. bei einheitlicher Darstellung im (/)-System
s = rFp + TixTkp (rps. (2.31)
Gleichung (2.31) formen wir noch um:
s = 1fp + | — (TixTk1) — Tix (TxiTix) Txi | 1rps
dr (2.32)
= [Fp + (d) + d)(b)KI rps.
Schreiben wir fiir die absoluten Beschleunigungen # = a, dann geht (2.32) iiber in
[as = jap + [(d) + (I)d))[(] 1rps. (2.33)

Eine Darstellung im (K)-System folgt nach entsprechender Transformation aus (2.30)

Tk s = Tk ifp + Txr T krps
L (2.34)
xas = gap + g(® + O®)x xrps,
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darin ist xap die Absolutbeschleunigung des Bezugspunktes P dargestellt im (K)-System. Durch
Umformen von (2.34) erhalten wir eine zweite Darstellung von gas:

xkas = xvp + k@ xkvp + k@ krps + k@rx (k@ix KTps)
= (kvp + k@ix x7ps) + (k@i (kvp + k @ik kTPs)) (2.35)

= kVs + K@k KVs.
Die Winkelbeschleunigung geniigt

d

O = —
! dr

(1@) (2.36)

und somit dem Transformationsgesetz

. d d
Tk 1@ = TKla(lw) = TK[a(TIK K@)

= Tks (Tix k@ + Tk k®) = k@ + k@ k@ (2.37)
Tk 10 = x@.

Dabei ist x@;x k@ = 0 (Vektorprodukt mit sich selbst: k@ X x®), so dass die absolute Winkel-
beschleunigung im (K)-System gleich der ersten zeitlichen Ableitung des im (K)-System darge-
stellten Winkelgeschwindigkeitsvektors ist.

Damit sind die wichtigsten kinematischen Grundlagen fiir einen freien, starren Korper erar-
beitet und in eine fiir die Computeralgebra giinstige Form gebracht. Fallen P und S zusammen,
d. h. rps = 0, dann vereinfachen sich die Ausdriicke erheblich.

v Beispiel: Starrer Rotor mit schrig aufgesetzter Scheibe

Der abgebildete starre Rotor mit schrig aufgesetzter Scheibe rotiert mit konstanter Winkelge-
schwindigkeit Q. Fiir den Punkt S (Abstand 0S = e von der Drehachse) auf der Scheibe sind ;r,
JF, /¥ in der Basis / zu bestimmen.

— — ®=0,0,Q]"
- — 0 -2 0
@g=| 2 0 0
0 0 0

Ausgehend von der Scheibenlage fiir ¢ = 0, ov = 0 sowie S im Abstand e auf der ;y-Achse
ermitteln wir zunichst die Orientierung der Scheibe im K-System. Dies erfolgt mit einer Dre-
hung y = Qt um ;z, wir erhalten das Zwischensystem gx’, xy’, jz. Mit der zweiten Drehung
von o um gx’ ergibt sich das korperfeste (gx, xy, xz)-System auf der schriigen Scheibe. Mit den



A

108 2 Modellbildung

Drehmatrizen Ty, T o nach 2.14, 2.12 erhalten wir die Ergebnisse:

T T o .
r=TyTogr =Tikkr, ri=rs, KT i=KTS,
#=Tixgr = TixTkrr = 1@k 7,

¥ = 1@ = @k Tix xr = 1@Ok7 1Ok 17 .

Diese Gleichungen werten wir symbolisch in Rotor .m [52] — mit Ergiinzungen — aus:

syms alpha Omega e t symbolische Variablen

gamma=Omegaxt; % Drehwinkel
T_g=[cos (gamma) sin(gamma) 0; -sin(gamma) cos(gamma) 0; 0 0 1];
T_a=[1 0 0; 0O cos(alpha) sin(alpha); 0 -sin(alpha) cos(alpha)];
Om_tilde=[0 -Omega 0; Omega 0 0; 0 0 0];
T_IK=T_g.’*T_a.’;
K_r=[0; e; 0];
I_r=T IKxK_r
I_rp=Om_tildexI_r
I_a=0m_tildexOm_tildexI_r Beschleunigung in I

Die Ergebnisse konnen mit dem Rechner erzeugt und sollten auf Richtigkeit tiberpriift werden.

Transformation K -> I
Ortsvektor in Basis K
Ortsvektor in Basis I
Geschwindigkeit in I

o0 d° o° o° o

Die Vorgehensweise ist unmittelbar u. a. auf mit Federn und Dampfern gefesselte Korper, z. B.
einen starren Rotor in Gleitlagern oder elastischen Rotor, der als Mehrkorpersystem bzw. Finite-
Element-Modell aus Teilrotoren mit elastischen Kopplungen aufgebaut ist, anwendbar. D. h. an-
wendbar auf gebundene Systeme, bei denen kein Freiheitsgradverlust infolge der Kopplung auf-
tritt. Gehoren zu einem Modell mehrere starre Korper, dann sind die erarbeiteten Beziehungen
fuir alle beteiligten Korper anzuschreiben, wobei die Bindungen zu beachten sind.

2.3.2 Kinematik von Mehrkorpersystemen

Ein mechanisches System wird i. Allg. aus mehreren starren Korpern zusammengesetzt sein.
Die einzelnen, im vorangegangenen Abschnitt lokal beschriebenen Koérper, werden dafiir unter
Beriicksichtigung idealer Lagerungen (Bindungen), siehe [54], zu einem globalen Gesamtsys-
tem, einem gebundenen mechanischen System, zusammengefasst. Die Lagerungen sind als starr
und reibungsfrei vorausgesetzt. Nach [56] konnen sie u. a. nach der Art der Krifte im Koppel-
element (Feder, Ddmpfer, Kraftstellglied) und in holonome Bindungselemente (Gelenke, Stibe,
Lagestellglieder) eingeteilt werden. Die ersten rufen eingeprigte Krifte — bekannte Funktionen
der Zeit und der zunichst unbekannten Bewegungen — die letzten unbekannte Reaktionskrifte
hervor. Zusammenfassend besteht ein globales Gesamtsystem aus N starren Korpern die durch p
unabhingige Bindungen (Zwangsbedingungen) oder Lagerungen verkniipft werden. Die Zahl f
der Lagefreiheitsgrade betrigt dann fiir eine raumliche bzw. ebene Bewegung nur noch

f=6N—p, bzw. f=3N—p. (2.38)

Die mathematische Beschreibung erfolgt durch f Differenzialgleichungen fiir die Bewegung und
p algebraische Gleichungen fiir die Reaktionskrifte.
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Den Lagefreiheitsgraden werden f unabhidngige Minimalkoordinaten (generalisierte, verall-
gemeinerte Koordinaten)

a=1[aa - a]" (2.39)

zugeordnet. Der Satz g, ¢ erfiillt die holonomen Zwangsbedingungen, siehe [56]. Damit lassen
sich dann die Ortsvektoren und deren zeitliche Ableitungen r(q,7), #(q,4,t) als Funktionen der
verallgemeinerten Koordinaten anschreiben. Die totale Ableitung nach ¢ geniigt

or, o
oq¢? " ar

r= r(q.t), ¥(g.4.1) (2.40)

woraus durch partielle Differenziation d * /dq die wichtige Beziehung

or or
% = 74 (2.41)

abgeleitet werden kann.

In (2.39) sind Anteile der Translation und Rotation (z. B. KARDAN-Winkel) enthalten. Orts-
vektor r und Winkelgeschwindigkeit @ eines holonomen Mehrkorpersystems sind einerseits ex-
plizit von der Zeit ¢ abhiingig oder andererseits unabhingig. Dies bedeutet fiir eine Zeitabhingig-
keit:

e Translation: Ortsvektor, Absolut-Geschwindigkeit, -Beschleunigung

r=r(g,t)
o . dir(g,t) . dir(g.1) -
17(q.4,1) = v(q,9,1) = 2q 1t o~ Jr(q.1)q +v(g,1) (2.42)
10(¢,:4,4,1) = Jr(q,1)§ +Jr(q,1)q + (dqt ) _ Jr(g,1)§ + a(q.4,1)
mit
j _ a(JT<qat>q) aJT(qat)
JT (q7 t) - aq + 81‘ 9 (243)
dv(g,1) _ dv(g.1)  I¥(g,1)
& g q + o (2.44)
und der bezugspunktabhéngigen JACOBI-Matrix der Translation — Tensor 2. Stufe —
dr(g.1) dir(g,t) dir(q.1) 9r(q1)
J = = . —= | 2.45

e Rotation: Winkelbeschleunigung aus ;0(q, g, 1)

L .. 0i0(g.q.t).  Ji0(q,q,t
10(9,4,4,1) = Jr(q,4,1) G + — (gqq )q+ d (gtq ) (2.46)




110 2 Modellbildung

mit der JACOBI-Matrix der Rotation

. aIa)(q7q7t) alw(qaqat) 8[&)(q,q,t) alw(qaq7t)
Jr(q.q,1) = : - / / b L SLPA RO DT
R(quq ) aq aql aqz aqf ( )
Aus (2.46) folgt unmittelbar
J 10 - J 10
3 _ 57 (2.48)

Sind hingegen ;r = r(q) und ;®(q,q) nicht explizit zeitabhiingig, dann entfallen in (2.42)-
(2.46) die partiellen Ableitungen nach z.

Damit miissen fiir gebundene Systeme die totalen Ableitungen d- /df in den kinematischen
Beziehungen der vorangegangenen Abschnitte, z. B. fiir den Bezugspunkt P ;#p in (2.21), durch
(2.42), (2.46) ersetzt oder alternativ (2.42), (2.46) fiir den ausgewihlten Bezugspunkt direkt an-
gesetzt werden.

Alle hier angegebenen Formulierungen, (2.42)-(2.47), eignen sich unmittelbar fiir eine sym-
bolische Umsetzung in MATLAB. Aus diesem Grund wurde in (2.43) — und auch spiter — kein
Tensor 3. Stufe dJ7 /dq eingefiihrt.

\/ Beispiel: Doppelpendel mit raumlicher Bewegung
Das in Bild 2.3 skizzierte Doppelpendel bestehe aus den beiden homogenen zylindrischen Stiben

Stab 2

T

K<

Kardangelenk, Q. P, o

Ausgangslage K<

Bild 2.3: Doppelpendel mit Kardangelenk zwischen den Stiben

der Liangen /1, ¢>. In 0 bzw. P; ist der Stab 1 angelenkt und kann nur eine ebene Bewegung in
der ;y, ;z-Ebene ausfithren. In Q| bzw. P; befindet sich zwischen den Stiben ein Kardangelenk,
wodurch sich der Stab 2 entsprechend der Kardanwinkel o, 3, um die Achsen yx, Ky’z bewegen
kann. Die Eigendrehung 7y, um die gz>-Achse ist blockiert, d. h. der Stab 2 kann sich nicht um
seine Léngsachse drehen.

Die kinematischen Beziehungen beziiglich Q; und O, sind zu formulieren und symbolisch mit
Hilfe der Computeralgebra auszuwerten. Wesentlich dabei ist, dass symbolische Differenziatio-
nen nur nach explizit auftretenden Variablen durchfiihrbar sind. Die totalen zeitlichen Ableitun-
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gen miissen deshalb, wie unter (2.42)-(2.47) eingefiihrt, durch partielle Ableitungen nach den
Variablen ersetzt werden.

Das System nach Bild 2.3 hat 3 Lagefreiheitsgrade. Als generalisierte Koordinaten bieten sich
nach Bild 2.3 an:

q = [q17 q2, C]S]T = [a17 o, ﬁZ]T (249)

Stab 1: Die Bezugspunkte O und P; fallen zusammen. Wir haben es mit einer ebenen Bewegung
um einen festen Drehpunkt zu tun. Im Einzelnen ergibt sich:
e Ortsvektor:

ro(@) =6 [0 —sinoy cosay | (2.50)

e Absolutgeschwindigkeit, siehe auch (2.42):

) d ) dro, .
o, (4.9) = 4 (ro1) = 1fo, = alofl o
(2.51)
v oo, (q) . .
= = glq( ) = JTQI (q)q

e Absolutbeschleunigung, siehe auch (2.42):

- y d dirg, . . d*irg, .
1a9,(9,4,4) = ito, = dr (vo1) = 805?1 o + 8a2Ql 0512
1
. 2.52
Ly 91, (@)q) (2:32)
L, @+ =
e Winkelgeschwindigkeit:
@1 = [ay,0,0]" (2.53)
e Winkelbeschleunigung, siehe auch (2.46):
.. .. T
1@1(4) = [0, 0, 0]
L J@1(g) | " (2.54)

i =J .
aq q qu

Hierin sind oy, &1, 0 bzw. g, 4, § im Sinne der Computeralgebra symbolische Variable; vgl.
Abschn. 1.8.
MATLAB Code: (aus kin_NE.m in [52], Kinematik-Teil)

syms 11 alpha_1 alpha_pl alpha_ppl % symbolische Grofien

I_r Q1 = 11%[0; -sin(alpha_1l); cos(alpha_1)]; % Ortsvektor (2.50)
I_v._Ql = diff(I_r_Q1l,alpha_1)~*alpha_pl; % Absolut-Geschw. (2.51)
I_a_ Q1 = diff(I_r_Ql,alpha_1)~*alpha_ppl +... %

diff(I_r_Ql,alpha_1,2)+*alpha_pl”2; % Absolut-Beschl. (2.52)
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Stab 2: Der Ursprung des korperfesten Koordinatensystems auf (K>) legen wir in P> von Bild 2.3,
so dass nach (2.8) fiir den Ortsvektor zu Q,

ro, = irp, + Tik kTP0,s  1TP, = 170, KTPy0, = [0, 0, 6" (2.55)

gilt. Da keine Eigendrehung des Stabes 2 stattfindet, ist Ty, = E, womit sich die Drehmatrix nach
(2.15) auf

T = Tg, ng (2.56)

reduziert. Die Absolutgeschwindigkeit von Q; ergibt sich damit aus (2.25) oder (2.42)

v0,(q,9) = vp, + 1@k, TP,0,, 1rr,0, = Tik kTPy0,
1 drp (q) . - drp (q)
= 48; q+ 10K, ITP, 0,5 7{9; = JTPZ (2.57)

dirg,(q)
od_er 93 PR .
- 8q q = JTQ2 q,

wobei ;vp, =7 vg, nach (2.51) und ;@g;, mit

(45)
1@ = ler, The:, ToThes| | B | = 1l00 @, 0 (2.58)
0

nach (2.20) gebildet wird. Diesbeziiglich wurde die Function tilde_op .min [52] geschrieben,
mit der fiir jeden beliebigen Vektor der Tildeoperator symbolisch gebildet wird. Alternativ kann
das Kreuzprodukt mit der MATLAB-Function cross gebildet werden.

Die Beschleunigungen sind die zeitlichen Ableitungen von (2.57) und (2.58), d.h. fiir die
Absolutbeschleunigung nach (2.33) oder (2.42):

1a0,(4,4,4) = 1ap, + (@ + @2@2)k; 1Tpy0,

! a1, (9)q) or (2.59)
= J1,,(9) 4 + %27114, Jrp, = Ia;zz

und fiir die Winkelbeschleunigung:

o die(q,q i@ . J0;
102(9,§) = — d(tqq): éq g+ éq q

P (2.60)

dq

éJqu—ﬁ—

mit den JACOBI-Matrizen beziiglich g und g, vgl. (2.47).
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MATLAB Code: (Auszug aus kin_NE.m [52], Kinematik-Teil), Fortsetzung
syms 12 alpha_2 beta_2 alpha_p2 beta_p2 alpha_pp2 beta_pp2
g = [alpha_1; alpha_2; beta_21];
g _p=[alpha_pl; alpha_p2; beta_p2];

Minimalkoordinaten
zeitl. Ableitung, Geschw.

o0 oo oo

g_pp=[alpha_ppl; alpha_pp2; beta_pp2]; Beschleunigungen
%$—-——— Drehmatrizen
T_a2 = [1 0 0; 0 cos(alpha_2) sin(alpha_2) % aus (2.12)
0 -sin(alpha_2) cos(alpha_2)]; % Elementardrehung alpha_2

T_b2 = [cos(beta_2) 0 -sin(beta_2); 01 0 % aus (2.13)

sin(beta_2) 0 cos(beta_2)]; % Elementardrehung beta_2
T_IK = T_a2.’'*T_b2.’; % Drehmatrix (2.56)
$-——- Ortsvektoren P2 —-> Q2 % (2.55)
I_r_ P2 = I_r Q1;
K_r_P2Q2 = [0; 0; 121;
I_r Q2 = I_r P2 + T_IK * K_r_P20Q2;
J_T_Q2 = jacobian(I_r_0Q2,q); % JAC.-M., Transl., Q2 (2.59)
J_T_P2 = jacobian(I_r_P2,q); % JAC.-M., Transl., P2 (2.57)
%$—-——— Geschwindigkeitsvektoren S2
abl = [eye(3,1), T_a2(2,:).", T_IK(:,3)1; % Abkiirzung
I_om2 = abl=*[alpha_p2; beta_p2; 0]; % Winkelgeschw. (2.58)
I_v_Q2 = J T _P2xg p +

tilde_op (I_om2)+T_IK*K_r_P20Q2; % Abs.-Geschw. von 02 (2.57)
% oder
$ I_v_Q2 = J_T_Q2*9_p; % Abs.-Geschw. von Q2 (2.57)

—-——— Beschleunigungen bezuglich Q2"

o

J_R_2 = jacobian(I_om2,q_p); JACOBI-M., Rotation (2.60)
I_om2_p = J_R_2xg_pp + jacobian(I_om2,q)*qg_p; % Winkelbeschleunigung

I_om2_p = simplify(I_om2_p); % (2.60)
I_a_02 = simplify (J_T_Q2*gq_pp + ... % Abs.-Beschl. von Q2 (2.59)

jacobian (J_T_Q2*q_p,q) *q_p) ;

Fiir andere Bezugspunkte auf Stab 2, z.B. P», sind die zugehorigen Ortsvektoren und damit
die JACOBI-Matrizen aufzunehmen und wie oben die kinematischen Beziehungen zu bilden. In
kin_NE.m [52] sind zusitzliche und alternative Berechnungen der kinematischen Beziehungen,
die spiter zur Aufstellung der Bewegungsgleichungen benétigt werden, angegeben.

233 Kinetik, Impuls- und Drallsatz

Zur Herleitung der Bewegungsgleichungen, auf der Basis eines starren Korpers nach Bild 2.1,
mit Hilfe des Impuls- und Drallsatzes sowie der LAGRANGEschen Gleichung 2. Art, miissen
zunichst die notwendigen Beziehungen zusammengestellt werden; vgl. [10], [31], [49], [64].
Dies lésst sich auf Mehrkorpersysteme verallgemeinern, da hierbei von freigeschnittenen lokalen
Korpern ausgegangen wird.
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2.3.3.1 Der Impulssatz, translatorische Bewegung
Ausgehend vom Impuls
P = mjpvg (2.61)

mit der Masse m und der absoluten Geschwindigkeit vy des Schwerpunkts S (hier identisch mit
dem Massenmittelpunkt) in einer Inertialdarstellung erhalten wir fiir die Translationsbewegung

p=rY, (2.62)

worin ) die Resultierende der auf den Schwerpunkt einwirkenden Krifte ist. Diese Kriifte
setzen sich aus eingeprigten, d. h. arbeitleistenden Kriften f, und aus Zwangs- bzw. Reaktions-
Kriften f, infolge Bindungen, die keine Arbeit leisten, zusammen. Hierzu zéhlen u.a. auch
Gelenk- und Lagerkrifte. Mit (2.61) schreiben wir fiir m = konst. ausfiihrlich

mias = 1ifS,  as = s, 1f = ifot1fr. (2.63)

Es kann, im Zusammenhang mit dem Drallsatz, wiinschenswert sein, (2.63) im korperfesten
Koordinatensystem (K) auszudriicken. Hierzu transformieren wir (2.63) mit T, ins (K )-System

m xas = xf®, (2.64)

wobei die Absolutbeschleunigung des Punktes S nach (2.34) bzw. (2.35) mit den zeitlichen Ab-
leitungen nach (2.42), (2.46) einzusetzen ist.

2.3.3.2 Der Drallsatz, rotatorische Bewegung
Die zeitliche Ableitung des auf den Schwerpunkt S bezogenen Dralls
LY = 19 @ (2.65)

mit dem Tréigheitstensor ;1 (5) und der Winkelgeschwindigkeit ;@ ist gleich den resultierenden
Momenten m = m, + m, (entsprechend den Kriften) einschlieflich den Zwangsmomenten m,
aus den Bindungen ausgedriickt im Inertialsystem:

LS = m®, (2.66)

Der als symmetrisch vorausgesetzte Triigheitstensor ;1) ist in der Regel zeitabhiingig im Ge-
gensatz zu gl (%) im korperfesten System, so dass eine Formulierung im (K)-System vielfach
einfacher ist. Die Transformationsvorschrift fiir den Trigheitstensor erhalten wir ausgehend vom
Drall (2.65) im Inertialsystem zu

Txr (L) = kL) = T (1) Tix g = (I go, (2.67)
woraus wir das Transformationsgesetz des Triagheitstensors

A = Ty (I Ty (2.68)
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ablesen. Wie schon erwihnt, ist g/ (S) konstant. Fallen dariiber hinaus die korperfesten Koordina-
ten mit den Hauptachsen des starren Kérpers zusammen, hat xI'®) Diagonalgestalt. Den Drallsatz
beziiglich (7) kénnen wir damit auswerten. Zunéchst betrachten wir den Term:

8 _ 49 )= & (s)
=G (I ’w) T odr (T'K " Txr ;w)
= 1% 16 + TixTxs 1% 10 + 19 Ty Ty, 10 (2.69)

=A% 16 + 105 1% 10,
womit der Drallsatz beziiglich S angeschrieben werden kann
A 1@ + 1ok 19 10 = m'®, (2.70)

Um die Zeitabhingigkeit von ;I (5) auszuschlieBen, verwendet man zweckmiBigerweise den
Drallsatz beziiglich des (K)-Systems. Wir erhalten nach Rechtsmultiplikation von (2.70) mit Tk,
und einigen Umformungen

IS k@ + k@ (1Y o = xm'S. (2.71)

Drall und Momente beziehen sich bisher auf S. Der Drallsatz hat danach im (7)- und (K)-System
denselben strukturellen Aufbau. Vielfach ist es zweckmiBiger, alle Grofen auf P zu beziehen.
Hierzu sind u. a. die auf P bezogenen Momente zu ermitteln. Mit (2.64) finden wir

kP = kf®

. (2.72)
P - 2 ~ o~
km'S = xkm?) — m kPpsy (kap + k (& + (D(D),K KTPs)
mit dem schiefsymmetrischen Tensor x7ps,, des Ortsvektors xrps = [kry, 7y, k- ]T
0 —r,
K;PS”( = Ki‘pg = r; 0 —ryx . (273)
kL —Iy Ix 0 1K

Beriicksichtigen wir noch den STEINERschen Verschiebungsanteil, so erhalten wir den auf P
bezogen Trigheitstensor

KI(P) = KI<S> +m Ki'ps Ki;S . (274)

Setzen wir (2.72) und (2.74) in (2.71) ein

(KI<P) — m gFpg Ki';s> Kk® + x@x (KI<P) — m gFpg Ki';s> K®
_ . (2.75)
+ kFps m kap + m g¥ps k@ kTps + m g¥ps g (OD);x krps = xkm'P)

und beachten u. a. @ r = 7L @, dann finden wir zunchst
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D) k@ + x@x kI x® + m kFps xap
- - N T B ) (2.76)
+ m ( k¥ps k@xk — K@ik kFps) kPps kO = gkm'"’ .

Der letzte Term auf der linken Seite verschwindet. Um dies zu erkennen, schreiben wir ihn um
(vgl. Entwicklungsitze fiir Kreuzprodukte)

~ ~ ~ = ~T I~ ~ .
( kPps k®ix — K@ik KFps) kPps KO = —gFps k@ kFps kO = 0;

dies ist das Kreuzprodukt des Vektors gx#ps x@® mit sich selbst. Damit lautet der Drallsatz fiir
einen beliebigen Bezugspunkt P im korperfesten (K)-System

I k@ + g@k kI ko + m gips kap = xmD) . (2.77)

24 Newton-Euler-Methode

Anhand des Doppelpendels nach Bild 2.3 werden wir die Anwendung von Impuls- und Drallsatz
zeigen. Man spricht auch von der NEWTON-EULER- Methode. Thr liegen die freigeschnittenen
starren Korper, z. B. eines Mehrkorpersystems (MKS), hier Doppelpendel nach Bild 2.4, zugrun-
de.

v/ Beispiel: Fortsetzung: Bewegungsgleichungen des Doppelpendels
Fiir das Doppelpendel in Bild 2.3 werden im Folgenden die Bewegungsgleichungen nach der
NEWTON-EULER-Methode rechnergestiitzt beziiglich der symbolischen Ausdriicke aufgestellt.
Zusitzlich zu den bereits eingefiihrten Parametern (u. a. Bild 2.3) sind die Massen m, m» und die

Tragheitsmomente beziiglich der korperfesten Haupttriagheitsachsen (Symmetrieachsen) Klgj ),

Kly(*f’j)’ Kl(gj), j=1, 2 gegeben.

Losung: Wie bereits festgeschrieben ist f=3 und der Vektor der Minimalkoordinaten

b

g =01, o, Bl
wobei nach Bild 2.3 ; die Drehung des Stabes 1 um den festen Drehpunkt 0 bzw. P; und oy,
B> die KARDAN-Winkel des Stabes 2 in P, entsprechend den Drehungen um die Inertialachse jx
und die Knotenlinie 5, sind.

Die korperfesten Koordinatensysteme legen wir in die Drehpunkte O und P. Die zu ermitteln-
den Teil-Bewegungsgleichungen bringen wir stets auf die Form

qu + f}(q7 q) = sj(fXa fy7 fz)a J: 17 27 3 (278)

mit den Schnittkriften fy, fy, f; in Q1 bzw. P, vgl. Bild 2.4. Wir stellen die Elemente der Bewe-
gungsgleichungen zusammen und werten sie — fortsetzend zur Kinematik — mit Hilfe der Compu-
teralgebra aus. Dadurch sind viele kinematische Grofen bereits als bekannt vorauszusetzen. Da
wir uns fiir die Drehpunkte P, P, und nicht fiir die Schwerpunkte §; als Bezugspunkte entschie-
den haben, ist der Drallsatz in der Version (2.77) zugrunde zu legen.
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- - - auf &> reduzierte Grifien ,-‘_'\'-_'f-: :'

Bild 2.4: Schnittbilder der Stdbe 1 und 2

Stab 1: Wegen gap, = 0 gilt nach (2.77)
P ki, + k@1, P ko, = gmP) (2.79)

mit dem Trigheitstensor nach (2.74) bezogen auf P;

1" = diag (Klgl)a Ky, KIZ(ZS‘)) +mi kFps, kP, (2.80)
worin
Krps, = [07 07 gl/z]T . (281)

Winkel-Geschwindigkeit und -Beschleunigung stimmen hier im (7)- und (K)-System iiberein:
i T. L T
le - [ala 07 0] > le - [al7 07 0] (282)

und entsprechen somit (2.53), (2.54). Der Tildeoperator x@j,, folgt damit nach (2.20), womit
der zweite Term auf der linken Seite in (2.79) verschwindet. Es bleibt die bekannte Bewegungs-
gleichung eines Stabpendels mit einem festen Drehpunkt. Letztendlich ist noch das Moment
beziiglich P; zu bilden:

P (P) ) 0 A
Km( 1) = KM, ! + xkm;, Vo= KilPlSl TOC] 0 + K?PlQl TOC] fy (283)
mg Sz

mit xrp g, = 2grps, und der Drehmatrix Ty, nach (2.12) mit &« — o. Die Teilergebnisse
passen wir an (2.78) an. Dazu beachten wir, dass in mechanischen Systemen die Beschleunigung
g stets linear auftritt, so dass sich die Teil-Massenmatrix M| mit (2.79) zu

(p) 9 k@1

0 KM &K(D !

= = Jg, (2.84)

M, =l
o % 94

= IP)Jg,  mit
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und die restlichen Terme aus (2.83) zu

fila) = _ngPn)’ si = xm™) (2.85)

ergeben.

MATLAB Code: (aus kin_NE.m, Kinetik-Teil), Fortsetzung
$—-——— Kinetik, Bewegungsgleichungen, Stab 1

syms ml g fx fy fz I_xx1 I_yyl I_zzl symbolische GrdBen

K_om_pl=[alpha_ppl; 0; 0]; % Winkel-Beschl. (2.82)
K_r_P1S1 = [0; 0; 11/21; % Ortsvektoren (2.81)
K_r_P1Q1 = [0; 0; 11];

T_al=subs(T_a2,alpha_2,alpha_1);
K_f r=T al«[fx; fy; fz];
K_f_e=T_alx[0; 0; mlxg]l;

Drehmatrix T_a2 bekannt
Zwangskrédfte aus (2.83)
eingeprdgte Kr. aus(2.83)

o® o° o° o° o°

K_m Pl _r=tilde_op(K_r_P1Ql)*K_f_r; Zwangsmoment aus (2.83)
K_m _Pl_e=tilde_op(K_r_P1S1)«*K_f_e; eingepr. Mom. aus (2.83)
$—-——— Trdgheitstensor

K_I_Pl=diag([I_xx1, I_yyl, I_zz1l])+ ... (2.80)

mlxtilde_op(K_r_P1S1l)xtilde_op(K_r_P1S1).’
M_1=K_I_Pl*jacobian (K_om_pl, g _pp);
f_1=-K_m_Pl_e;
s_1=K_m_P1l_r;

Teil-Massenmatrix (2.84)
Vektorfunktion (2.85)
rechte Seite (2.85)

o o° o

Stab 2: Die Teil-Bewegungsgleichung setzt sich, unabhingig vom Bezugspunkt, aus einem
Translations- und einem Drehanteil zusammen. Demzufolge sind Impuls- und Drallsatz anzu-
setzen.

Impulssatz: Wir wihlen den Bezugspunkt S», so dass nach (2.63)

m> 1as,(q,4,4) = 1f?, 5D = fB) (2.86)

gilt. Darin berechnet sich jas, wie jap, in (2.52) mit angepasster JACOBI-Matrix J7; = ars, / 9q.
Die vom Bezugspunkt unabhingigen Kréfte ergeben sich zu:

0 fe
8 = 8D f =0 | = s | (2.87)
mag ~ﬂ

Damit erhalten wir die Elemente der Teil-Bewegungsgleichung (2.78) der Translation

da
M =m; g;z =myJrg,, f2(4.9) = molias, — 1o @), $2(fer fo £2) =1 £

MATLAB Code: (aus kin_NE.m, Kinetik-Teil), Fortsetzung
syms m2 I_xx2 I_yy2 I_zz2

$———— Impulssatz
I_r S2=I_r_P2+[0; 0; 12/21;
J_T_S2=jacobian(I_r_S2,q);

I_a_Se=simplify (J_T_S2*+g_pp+...

Ortsvekt., Kinematik
JAC.-Matr. d. Transl.
Beschl. bez. S2

vgl. (2.52)
Zwangskraefte (2.87)

jacobian (J_T_S2*q_p,q) *q_p) ;
I_f r2=-[fx; fy; fzl];

o0 o0 o0 oo oe
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I_f_e2=[0; 0; m2*g]; % Gewichtskraefte (2.87)
% Elemente der Teil-Bewegungsgl. 2

Massen-Matrix
Vektorfunkt.

rechte Seite

M_2=m2+*jacobian(I_a_S2,q_pp);
f_2=simplify (m2+xI_a_S2-M_2xq pp)-I_£f_e2;
s_2=I_f r2

o0 oo oe

Drallsatz: Mit Bezugspunkt P, gilt (2.77) in der Form
kI k@ + k@, kI k@r + my Fpys, kap, = km) . (2.88)

Winkel-Geschwindigkeit und -Beschleunigung sowie die Absolutbeschleunigung von P, folgen

aus den InertialgroBBen des Kinematik-Teils, wenn wir sie mit Tg; = ng T EZ ins (K)-System

transformieren. Der Trégheitstensor gl (P2) (2.80) ist beziiglich P, mit
krps, = 0,0, /2]

anzuschreiben, vgl. (2.80). Wegen der Bezugspunktwahl enthilt die rechte Seite von (2.88) nur
das eingeprigte Moment infolge des Gewichts

kml™) = ks, Txr | 0 |, km® =0 — 53 =0. (2.89)

myg

MATLAB Code: (aus kin_NE.m [52], Kinetik-Teil), Fortsetzung
T_KI=T_IK.’;
K_om2=T_KI*I_om2;
K_om2_p=T_KIxI_om2_p;
K_a_P2=T_KI*I_a_P2;
K_I_P2=diag([I_xx2, I_yy2, I_zz2]) + ...
m2+tilde_op (K_r P2S2)xtilde_op (K_r_P2S2) .’
K m P2_e = tilde_op(K_r_P2S2)*T_KI*[0; 0; m2*g];
bweg3=K_I_P2+K_om2_p + ...
tilde_op (K_om2) *K_I_P2xK_om2+m2+tilde_op (K_r_P2S2)*K_a_P2; (2.88)
M_3=simplify (jacobian (bweg3,q _pp));

o

Drehmatrix, Kinematik
Winkelgeschw. (K)
Winkelbeschl. (K)
Absolutbeschl. (K)
Traegheitstensor

wie (2.80)
Moment bez. P_2 (2.89)

o0 oo o0 d° oo o

°

% Teil-Massenmatrix
f_3=simplify (bweg3-M_3xq_pp)-K_m P2_e; % Vektorfunktion

Stab 1 und 2: Die drei Teilbewegungsgleichungen stellen formal ein System von neun Glei-
chungen fiir die unbekannten Kraft- und MomentengroBen sowie die Winkelgroen dar. Um die
Bewegungsgleichungen zu erhalten, sind die Schnittgrolen zu eliminieren. Hierzu nutzen wir
die Tatsache, dass diese keine Arbeit bzw. Leistung erbringen, d. h. es muss gelten

Ti,$1+J7, 52+ Jiys3 = 0, (2.90)
wobei mit (2.53), (2.51), d.h. vp, =7 v, und (2.58)

_ 9k
=5

31vp2. Tp — 0 KO
dg = dq

IR, Jr, = J1p, = (2.91)
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die JACOBI-Matrizen der Rotation (Jz) und der Translation (J7) bedeuten; eine diesbeziiglich
ausfiihrliche Erlduterung ist u. a. in [49] angegeben. Dabei ist zu beachten, dass J T, sich stets
nach dem Bezugspunkt des zugehorigen Drallsatzes — hier P; — richtet. Die Bewegungsgleichung
ergibt sich somit zu

M@+ f(g,4) =0 (2.92)

mit
_qT T T . _qT T T

M - JRlMl +JTP2M2 +JR2M3, f - Jlel +‘,Tp2f2 +JR2f3. (293)
MATLAB Code: (aus kin_NE . m, Kinetik-Teil), Fortsetzung
%———— Elimination der Schnittgrofen"
%$———— JACOBRI-Matrizen
I_oml=[alpha_pl; 0; 0]; % Winkelgeschw. (2.82)
J_Rl=jacobian (I_oml,q p); % JAC.-Rotation (2.91)
J_T2=simplify(jacobian(I_v_S2,9q_p)); % JAC.-Translation (291)
J_R2=simplify (jacobian(I_om2,q_p)); % JAC.-Rotation 291)
%$-——— Elemente der Bewegungsgleichung
M=simplify (J_R1.’*M_1+J_T2.’*M_2+J_R2.’xM_3) (2.78), (2.93)
f=simplify (J_RL.’+f_1+J_T2.’ +f_2+J_R2.’ +f_3) (2.78), (2.93)

Vorteil der im Beispiel dargestellten Methode bezieht sich auf die Verfiigbarkeit der Kraft-
beziehungen. Sind die Bewegungsgleichungen gelost, so lassen sich diese direkt ermitteln. Fiir
eine rechnerorientierte Vorgehensweise ist eine systematischere Aufbereitung, die weit verbrei-
tete NEWTON-EULER-Methode in der Fassung von D’ ALEMBERT, anzustreben; vgl. u. a. [10],
[49], [56]. Sie eignet sich insbesondere fiir komplexe Strukturen.

24.1 Rechnerorientierte Vorgehensweise

Wir gehen davon aus, dass das Mehrkorpermodell aus N starren Korpern besteht und wie bisher
ein Satz von verallgemeinerten Koordinaten g, § — sie erfiillen die holonomen Zwangsbedingun-
gen — bekannt ist.

Die zeitliche Ableitung des Impulses p bzw. des Dralls L entspricht jeweils der linken Seite
von (2.63) oder (2.64) bzw. (2.77), welche (2.70), (2.71) enthdlt. Demnach ergibt sich fiir den
i-ten Korper mit dem Bezugspunkt P;

p;= mifp + mi(d),- + @id)i)ril’isi

i A _ (2.94)
LSP') = m;Fps, Fp + ISP’)@,‘ + (Z),‘Il(P'>wi,
wahlweise in der Basis (1) oder (K). Fithren wir die schon benutzten JACOBI-Matrizen
dry, Ok, 00; Jw;
_ 20y Pl _ g% g% (2.95)

T T T T
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ein, dann erhalten wir die kompakte Form der NEWTON-EULER-Gleichung:

™=

T (B — fe) + Ik (Li —m.,)] =0, (2.96)
i=1

in der keine Zwangskrifte mehr auftreten. Wiahlen wir speziell die S; als Bezugspunkte, d.h.
P, — S;und r;,, =0, dann vereinfacht sich (2.94)

p; = mifFs,

Si) (2.97)

Lz( = Il(si) ; + &)iIf»Si> a;,

womit (2.96) auszuwerten ist.

Fiir eine rechnerorientierte Vorgehensweise ist es zweckmifig, zunichst (2.96) mit (2.97) in
die Standardform mechanischer Mehrkorpersysteme

JT{[A{; MOZ][Z}—F{ZQA(I)QZZ}_[ieE]}:O (2.98)

zu tiberfiithren. Dabei gelten die Matrizen:

J= (I, 0, T T T T = [T TR T e Y, (2.99)
M, = diag (mE3, myEs, --- ,myE3); M; € RN E; ¢ R33 (2.100)
M, = diag(I}, I, --- ,Iy); M, € R3N3V, (2.101)
o= [t T g e Y (2.102)
»n =0, 0], - ,m},]T; 2 € R, (2.103)
7, = diag (@, @1, - ,@y): 7z € RNV, (2.104)
fo= [0 00 P e R, (2.105)
m, = [m§17m}2, ,mZN}T; m, € R, (2.106)

Die zeitliche Ableitung z; von (2.102) ldsst sich in der Form

P 9n _ oz
1 = aq q - Tq aq - aq 9
schreiben, so dass

21 =Jrq und % =Jrg +irq,

, . (2.107)
o =Jrq und @ =Jrg +Jrq .



122 2 Modellbildung

Setzen wir dies in (2.98) ein, so folgt

. - 0 f.
IMIG+I™™MTg+JT| ., . . } —JT[ ¢ } =0 2.108
9+ 177 2(g.9) Maz2(9.9) m, (2-108)

mit der Blockdiagonalmatrix M* = diag(M;, M>) aus (2.98) und der reguliren Massenmatrix
M=J"M"J.

v Beispiel: Fortsetzung: Rechnerorientierte Bewegungsgleichungen
Das Doppelpendel nach Bild 2.3 besteht aus N = 2 starren Korpern. Der eingefiihrte Vektor g der
verallgemeinerten Koordinaten gilt weiterhin. Auerdem kénnen wir davon ausgehen, dass alle
kinematischen GroBen aus den bisherigen Betrachtungen bekannt sind. Damit sind, ausgehend
von den JACOBI -Matrizen J7;, Jg;, die angepassten Gleichungen (2.98) bis (2.106) sowie die Ter-
me der Bewegungsgleichung aus (2.108) symbolisch mit MATLAB auszuwerten. Dazu benutzen
wir die Built-In Function b1kdiag.m zur Erstellung der Blockdiagonalmatrizen, u. a. von M.

MATLAB Code: (aus kin_NEL.m)

$———— Traegheitstensoren im koerperfesten Koordinatensystem
K_I_Sl=diag([I_xx1 I_yyl I_zzl]); % Haupt-
K_I_S2=diag([I_xx2 I_yy2 I_zz2]); % achsen

%$———— JACOBI-Matrizen der Translation

o

J_Tl=jacobian(I_r_S1,q); Basis der Kraefte
J_T2=jacobian(I_r_S2,q);
%$———— JACOBI-Matrizen der Rotation

Basis der Momente

o°

J_Rl=jacobian (K_oml, q_p);
J_R2=jacobian (K_om2, q_p);
J=[J_T1;J_T2;J_R1;J_R2];

o

Gesamt-JACOBI-M.
$———— zeitl. Ableitung der JACOBI-M. J
J_p=diff (J,alpha_1)*alpha_pl + diff(J,alpha_2)xalpha_p2

+ diff (J,beta_2) xbeta_p2; Term in (2.107)
%$-—--— eingepraegte Kraefte und Momente (2.105), (2.106)
f_e=[0; 0; mlxg; 0; 0; m2xg]; Kraefte, I-System
m_e=zeros (3*N, 1) ;
$———— Elemente der Bewegungsgleichungen
Ml=blkdiag(ml*eye(3), m2xeye(3));
M2=blkdiag(K_I_S1, K_I_S2);
M_star=blkdiag(M1,M2);
disp ('’ System-Massenmatrix M’)
M=simplify (J.’ *M_starxJ)

o° o0 o0 oe

Momentenvektor, N=2

Massen-M., Transl. (2.100)
Massen-M., Rotat. (2.101)
Gesamt-Massen-M. in (2.98)
Ausgabe M(q)

System-Massen-M. in (2.108)

o o0 0 oo oo oo

f_1=simplify(J.’ *M_starxJ_pxq_p); in (2.108)
7z2_tilde=blkdiag(tilde_op (K_oml), tilde_op(K_om2)); % (2.104)
Z2=[K_oml;K_om2]; % (2.103)

f_2=J."*([zeros (length(M1),1);Z2_tildexM2x22]-[f_e;m_e]); % in (2.108)
disp (' System-Vektorfunktion f’)
f=simplify (f_1+f_2)

Ausgabe f (q,q_p)
System-Vektorfunkt. (2.108)

oo oo

In Abschn. 8.5 ist eine diesbeziiglich weitere Anwendung zu finden.
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2.5 Lagrange’sche Gleichung 2. Art

Wiederum unter der Voraussetzung eines bekannten Satzes von Minimalkoordinaten (generali-
sierte Koordinaten) liefert die LAGRANGEsche Gleichung 2. Art mit den Definitionen (2.3) nach
Abschn. 2.1

d /oT\"T oT\ " oV T
w(ag) ‘(aq) *(aq> = On 2109

eine analytische Vorgehensweise zur Ermittlung der Bewegungsgleichungen holonomer Systeme
mit der kinetischen Energie T, den konservativen Kriften/Momenten Q; = —(9V(q)/dq)", die
sich aus dem Potential V (potentielle Energie) ableiten lassen. Die nichtkonservativen Anteile
(nk) in (2.109) sind Projektionen auf die Achsen der generalisierten Koordinaten, d. h.

N

Quc =), (J%«fenk, + Jﬁmenk,) (2.110)
i=1

mit den z. B. auf den Bezugspunkt P bezogenen eingeprigten Kriften/Momenten fenki /menk[ , die
sich nicht aus einem Potential ableiten lassen sowie den bereits eingefiihrten JACOBI-Matrizen
der Translation J7; und der Rotation Jg,. Die J7; beziehen sich in diesem Fall auf P und werden mit
der zugehorigen Absolutgeschwindigkeit vp, gebildet: J;, = dvp, /dg. Reaktions-Kriifte/Momente
aus Bindungen treten nicht auf.

Um (2.109) symbolisch mit Hilfe der Computeralgebra auszuwerten, ersetzen wir die totale
Ableitung nach der Zeit ¢ durch partielle Ableitungen (Hilfsmittel: totales Differenzial) nach den
generalisierten Koordinaten g, 4. Dadurch erhalten wir

o (dT\Y a9 [oT\" OT\ " VAT 9 /aT\T
aq(aq>‘”aq(aq>q‘(aq) *(aq> *ar(aq> = O D

und mit den Abkiirzungen

o [aT\' , o [aT\* oT\' 9 [/oT\"' IV T
M(qJ):afq (aq)’ k(q,q,t)=(7q (aq)q— <aq) +a (aq)’ plg.1)= (aq)

die Bewegungsgleichung in der Form

M(q,t)§ + k(q.q,t) + p(q,t) = Qu(q,4,1) . (2.112)

Legen wir wieder ein System aus N starren Korpern zugrunde, dann wird die kinetische Ener-
gie T, unabhingig von der Basis (/) oder (K), aus den Anteilen 7; des i-ten Korpers zunéchst
beziiglich S; gebildet:

N 1
T=YT =~
L7i=5

N
(m,» vivs, + @l 1% w,») . (2.113)
i=1

D. h. wir kénnen die Grofien wahlweise in der Basis (7) oder/und (K) ausdriicken. Vielfach wird
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man die Translationsenergie im (I)-System und die Rotations- oder Dreh-Energie (I ist kon-
stant) im (K)-System anschreiben. Geht man von einer einheitlichen Darstellung im (7)-System
aus, dann ist ;I durch (2.68) zu ersetzen.

Setzen wir (2.25) oder (2.29) in (2.113) ein und beachten den STEINERschen Verschiebungs-
anteil im Tréigheitstensor z. B. nach (2.74), so erhalten wir die kinetische Energie (2.113) fiir den
beliebigen Bezugspunkt P,

N
[ T~ 1 1,(p)
T = —m;Vpvp Vp@irps. *(Dil- Yo; ) . 2.114
izzl (2’""1’,"3 + myp@irps; + 3 ; ( )

Hierin wird deutlich, dass sich der Energieausdruck aus einem Translations-, einem Rotations-
und einem Mischanteil (mittlerer Term) zusammensetzt.

Typische Vertreter konservativer Krifte ergeben sich aus dem Gravitationseinfluss
N
Vo = — Z m; rgf g, g Gravitationsvektor (2.115)
i=1

sowie aus Kopplungen mit linearen Federn mit den Federkonstanten k. Sind Ax; die relativen,
lokalen Deformationen der am i-ten Korper angreifenden Federn und K; die zugehorige Steifig-
keitsmatrix, dann konnen wir schreiben:

1
Vi = 5 ZAx,»TKiAxi, Ax; = sz(q) (2.116)
i=1

Fiihren wir noch die JACOBI-Matrix

Jo JdAx;(q)
Ki — T
q
ein, so gilt
1 T N T ! 1 T T
Vi =34 Y Uk KiJk)a = 3a'Ke. K =K. (@117)

i=1

Das Potential des Gesamtsystems setzt sich aus der Summe der Einzelpotentiale zusammen. Die
zugehorigen Krifte/Momente Q; bilden sich zu

avV\" Vo' [ovr\" y
o--(5) -~ () (%) - -prAs—m e
i=1

Fallen P, S; zusammen, dann vereinfachen sich die obigen Ausdriicke wieder. Hiangen dariiber
hinaus, wie vielfach bei Mehrkorperproblemen, Ortsvektoren 7 = r(g) und damit die Geschwin-
digkeiten v = v(q, ¢) sowie ® = @(q, q) nicht explizit von der Zeit t ab, dann kann, wie schon
bei der NEWTON-EULER-Methode ausgefiihrt, auch hier der kinematische Zusammenhang des



2.5 Lagrange’sche Gleichung 2. Art 125

MKS mit den JACOBI-Matrizen (2.95) hergestellt werden, d. h.
vS,' (q7q) = JT;qa wl(qaq) = Jqu (21 19)
fir die jeweils gewihlte Basis (I) oder (K). Dementsprechend sind natiirlich Jz;, Jg, zu bilden:

dvs,  drs,

d xvs;, _ dgrs;
— 78(1 ZART

(2.120)

und in gleicher Weise fiir die Rotation Jg, = d®@; / 9g;.
Setzen wir u. a. (2.119) in den Energieausdruck (2.113) ein, dann lautet die kinetische Energie

1
T = 5qTMq (2.121)

mit der System-Massenmatrix
N s
M =Y (midddy, + I 15 dy,) (2.122)
i=1

unter Beriicksichtigung der gewéhlten Basis. Mit (2.121) konnen wir (2.109) unmittelbar auswer-
ten. Wir erhalten zunichst

T
Maa+ Gt - 5 (SaM@a) + () = Qula.an. @.123)

Die beiden mittleren Terme auf der linken Seite, die Zentrifugal- und Coriolis-Anteile, formen
wir noch um

" . 0 . 10 T

f@a= Ma)g— 55 (Mg)'q
dq 2 dq

| 5 (2.124)

= (JM - 21115) q, Ju = %4 (Mq) .

Die Bewegungsgleichung hat damit wieder die Struktur

a T
M@+ £@.d) = Oula a0, fla.d) = f@a) + ((g) (2.125)

mit der Massenmatrix M nach (2.122) sowie der Vektorfunktion f* mit (2.124).

In (2.109) treten bei der Auswertung redundante Terme [56] auf, die den Rechenaufwand
insbesondere bei grofien Systemen erhohen. Aus diesem Grund sind die LAGRANGEschen Glei-
chungen 2. Art fiir die praktische Aufstellung von Bewegungsgleichungen weniger von Bedeu-
tung.

v Beispiel: Fortsetzung: Bewegungsgleichungen nach Lagrange
Zur Herleitung der Bewegungsgleichungen des Doppelpendels, Bild 2.3, mit dem LAGRANGE-
Formalismus, bieten sich die beiden Formulierung (2.111) bzw. (2.125) an. Die erste Betrachtung
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basiert auf der formalen Auswertung der partiellen Ableitungen der aufbereiteten LAGRAN-
GEschen Gleichung (2.111), sie ist allgemein giiltig. Sie wird auf das Dreifachpendel in Ab-
schn. 8.5 angewendet. Wir wollen sie hier nicht weiter verfolgen. Der zugehorige MATLAB Code
ist im M-File Doppel_NElagra_1l.m nachzulesen [52].

Da die Ortsvektoren rs, = rs,(g) hier nicht explizit von der Zeit abhdngen, kann die Auswer-
tung von (2.125) erfolgen. Basis hierfiir sind die JACOBI-Matrizen u. a. (2.120) der Translation
Jr und die der Rotation Jg. Hiermit ist die Massenmatrix (2.122) aufzubauen. Zur Erstellung der
Vektorfunktion f* der Zentrifugal- und Coriolis-Anteile nach (2.124) konnen wir alternativ die
JACOBI-Matrix Jy; direkt

Jd ...
I = % (Mq) (2.126)

oder indirekt iiber die JACOBI-Matrizen beziiglich der Spalten von M
39
Ju =), = (M(i,:)4:) (2.127)
= 9q

mit der MATLAB-Schreibweise der i-ten Spalte M (i, :) von M und der i-ten Komponente ¢; aus ¢
auswerten. Die erste Formulierung ist in unserem Fall geringfiigig schneller.
Die konservativen Krifte der Gewichtseinfliisse ergeben sich nach (2.118) zu

O =-mJjg—mlJg, g=100g" (2.128)

mit der Erdbeschleunigung g.

Der vollstindige Programm-Code ist in Doppel_NElagra_2.m [52] zu finden. Ein we-
sentlicher Ausschnitt insbesondere beziiglich der Elemente der Bewegungsgleichung ist unten
wiedergegeben. Die dort nicht erklidrten Beziehungen entsprechen denen der vorangegangenen
Codes zur Kinematik sowie zur Erstellung der Bewegungsgleichungen nach NEWTON-EULER
des Doppelpendels.

MATLAB Code: (aus Doppel_NElagra_2.m)

$———— JACOBI-Matrizen der Translation

J_Tl=jacobian(I_r_S1,q); % Basis Translat. I
J_T2=jacobian(I_r_S2,q);

%$—-——— JACOBI-Matrizen der Rotation

J_Rl=jacobian (K_oml, g _p); % Basis Rotation K
J_R2=jacobian (K_om2,q_p);

o

3———— Elemente der Bewegungsgleichung M(q)*gq_pp + f(gq,g_p) = 0
$———— Massenmatrix

disp ('’ System-Massenmatrix M’) Ausgabe M(q)
M=simplify (ml+«J_T1.’ «J_T14+m2xJ_T2."' xJ_T2

+J_R1."*K_I_S1xJ_RI1I+J_R2.’*xK_I_S2xJ_R2);

direkte Berechnung
der Massen-Matrix (2.122)

o o oe

$———— konservative Krafte, Gewichtskrifte'
Q_k=(mlxJ_T1."+m2+J_T2.")*[0;0;9]; (2.128)
%$———— Vektorfunktion f(q,q_p)

JACOBI-Matrix J_M (2.126)
Ausgabe f (g,q_p)

J_M=jacobian (M*q_p,q);
disp (' System-Vektorfunktion f’)
f=simplify ((J_M-1/2xJ_M.")*q_p-Q_k)

o o oP

(2.125)
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In Abschn. 8.5 wird ein weiteres Beispiel behandelt.

2.6 Linearisierung nichtlinearer Bewegungsgleichungen

Wir gehen davon aus, dass fiir das System (2.6) eine Losung, die einerseits zeitabhingig, eine
Sollbewegung, oder andererseits konstant, eine Ruhelage, sein kann, bekannt ist. Sollen nun klei-
ne Storbewegungen y(¢) um diese Referenzlage go(¢) betrachtet werden, dann koénnen wir die
lineare Bewegungsgleichung (lineare Variationsgleichung), die nur lineare Terme in y und den
zeitlichen Ableitungen enthilt, angeben. Ausgehend von

q(t) = qo(t) + (1), fe(t) == Fo(t) + AF (1)
lasst sich die urspriingliche Bewegungsgleichung (2.6) beziiglich der kleinen Grofien
y(n)] <<1, [AF (1) << 1

in eine TAYLOR -Reihe um go(¢) und F(¢) entwickeln, vgl. [49]. Wir erhalten fiir die einzelnen
Terme in (2.6)

/oM
M(qo +y,t)=M(qo,t)+Z—a' yit+...
i—1 94ilo
. ) B ) of af| . of
flgo + .40 +y.Fo + AF 1) = f(qo, 4o, Fo, 1) + % 0y+ % Oy+ s OAF + ...

Setzen wir diese Ausdriicke in (2.6) ein, so folgt eine Bewegungsgleichung fiir die Sollbewegung

M(qo,1) 4o + f(q0,90,Fo,t) = 0 (2.129)
und eine fiir die gestorte Bewegung

M(qo,1)¥ + P(q0.40:Fo.1)y + (90,90, d0: Fo. 1)y = h(AF 1), (2.130)
mit der symmetrischen Massenmatrix

M:=Mi(qo,t) =M"(qo,1), (2.131)

der Matrix der geschwindigkeitsabhidngigen Kréfte

of
P 70, Fo,t) = = 2.132
(q07 90,0, ) aq o ) ( )
der Matrix der Lage- und Fesselkriéfte
Mg af
QQOJI 74 7F07t = 5. Ry (2133)
( 0>40 ) (9q 0 aq 0
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sowie der dufleren Storung bzw. Erregung

h(AF,1) = o | Ar. (2.134)

af E |o
Diese Beziehungen beschreiben die Bewegung eines Mehrkorpersystems aus diskreten, starren
Korpern. Sie setzt sich aus der Sollbewegung, die i. Allg. einer nichtlinearen (2.129), und der
Storbewegung (2.130), die einem linearen Differenzialgleichungssystem geniigt, zusammen.

In vielen Fillen lésst sich die Sollbewegung berechnen. Hingt z. B. (2.5), (2.6) nicht explizit
von der Zeit ¢ ab und es existiert fiir Fo = fr = konst eine konstante Sollbewegung (Ruhelage,
Gleichgewichtslage oder Arbeitspunkt), dann erhalten wir gg = konst — nach (2.129) — aus dem
i. Allg. nichtlinearen algebraischen Gleichungssystem

f(q07F0) =0,

welches z. B. ndherungsweise mit dem NEWTON-RAPHSON-Verfahren gelost werden kann.
Die Bewegungsgleichung der gestorten Bewegung (2.130) ist nun eine zeitinvariante homo-
gene Differenzialgleichung

My + P(qo,Fo)y + Q(qo,Fo)y = 0 (2.135)

mit den konstanten Systemmatrizen M, P, Q. Dabei setzen sich P =D+G, Q = K +N jeweils aus
einem symmetrischen DT = D, KT = K und schiefsymmetrischen GT = —G, NT = —N Anteil
zusammen. D ist die Dampfungsmatrix, K die Steifigkeitsmatrix, G die gyroskopische Matrix
und N die Matrix der nichtkonservativen Kriifte (—Ny), vgl. Kapitel 3. Strebt die Losung y(r)
asymptotisch gegen Null, dann ist die Gleichgewichtslage g stabil, sonst instabil.

Ist hingegen die Sollbewegung qo(f) zeitabhingig, dann sind auch M, P, Q zeitabhingige
Matrizen. Es liegt eine lineare zeitvariante Differenzialgleichung vor. Auch hieraus lassen sich
u. a. lokale Stabilititsaussagen beziiglich go(¢) gewinnen, vgl. Abschn. 5.7.4.3.

v Beispiel: Fortsetzung: Linearisierung um Gleichgewichtslage

Die Linearisierung soll auf die nichtlinearen Bewegungsgleichungen des Doppelpendels nach
Bild 2.3

M(q)q + f(q,q9) =0 (2.136)
beziiglich der schwach stabilen Gleichgewichtslage
T T
90 = [y, 0, Boy ] = [0, 0, 0] 2.137)

angewendet werden. (2.137) ist Losung von (2.136). Die gestorte Bewegung geniigt (2.130) mit
den von null verschiedenen Matrizen in der Form

M,y + Ky = 0, My=M(q0), K=0Q(qo). (2.138)

Die konstanten Systemmatrizen ergeben sich aus (2.131), (2.132), (2.133), deren symbolische
Auswertung ist Inhalt des folgenden Programmsegments.
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MATLAB Code: (u. a. aus kin_NE.min [52], Kinetik-Teil)

MO=subs (M, {alpha_1,alpha_2,beta_2},{0,0,0}) % Massenmatrix (2.135)

fO=subs (f, {alpha_1,alpha_2,beta_2, ... % Vektorf. f£(0) aus (2.135)
alpha_pl,alpha_p2,beta_p2},{0,0,0,0,0,0})

P=subs (jacobian(f,gq_p), {alpha_1, ... % geschw.-prop. Ant. (2.132)
alpha_2,beta_2,alpha_pl,alpha_p2,beta_p2},{0,0,0,0,0,0})

Q=subs (jacobian(f,q), {alpha_1, ... % ausl.-prop. Anteil (2.133)

alpha_2,beta_2,alpha_pl,alpha_p2,beta_p2},{0,0,0,0,0,0}) % ¢y i 0
K=1/2%(Q+Q."); % Steifigkeitsmatrix (3.3)
N=1/2%(Q-Q."); % nichtkonserv. K. (3.4)

Es ergeben sich die Systemmatrizen

KIS 4 Ty 2+ Cmy 301tm;y 0
M, = %Elﬁzmz KI)E)EZ) + %é%mz 0
0 0 KI5 + L Bm,
%f] (ml + 2m2)g 0 0
K= 0 Tbmg 0
0 0 %fzng

aus denen wir ablesen: Die Pendelbewegungen yj, y2, d.h. |oy| << 1, || << 1, sind iiber die
Tragheitsterme gekoppelt, sie entsprechen denen eines ebenen Doppelpendels. Die Bewegung y3,
d.h. |Ba] << 1, ist hiervon entkoppelt. Dies widerspricht dem nichtlinearen Problem.

A

2.7 Anwendung der Modellerstellung

Oft sind die Modelle iiberschaubar, u.a. wie das 1/4-Fahrzeugmodell in Kapitel 4 sowie Ab-
schn. 8.6. In diesem Fall sind die Massen frei zu schneiden, die eingeprigten Krifte/Momente
und Reaktionskrifte einzutragen, Impuls- oder/und Drallsatz fiir den ebenen Zustand anzuwen-
den und schlieBlich die Reaktionskrifte zu eliminieren.

Insbesondere bei iiberlagerten Bewegungen versagt oft die Vorstellung, eine systematische
Aufstellung der Bewegungsgleichungen — vgl. [54], [56], [67] und den balancierenden Roboter
aus 8.8 — ist deshalb sehr hilfreich. Ist die Bewegungsgleichung aufgestellt, so sollte jeder Term
interpretierbar sein. Gegebenenfalls ist die linearisierte Bewegungsgleichung heranzuziehen de-
ren Terme hiufig besser einzuordnen sind.

Um dies zu vertiefen, wollen wir wesentliche Elemente der vorgestellten Modellierung auf
das einfache mechanische Modell aus Bild 2.5 anwenden. Der Schwerpunkt liegt dabei in der
mathematischen Modellierung, die Programmierung der symbolischen Ausdriicke beinhaltet im
Wesentlichen die Elemente zum Begleitbeispiel: Doppelpendel der vorangegangenen Abschnitte.
Wir verzichten deshalb auf die Diskussion einzelner Programmsegmente. Die komplette Umset-
zung ist in ImDrLa_1.m der Programmsammlung [52] nachzulesen.

Aufgabe: Die rotierende Scheibe (I, I, I,) sitzt auf einer drehelastischen (k,,, d,,) aber biegestei-
fen Antriebswelle, die in ihrem FuBpunkt mit der mittleren, konstanten Winkelgeschwindigkeit
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[

Diraulsicht

(1) = L Dy cos L

Bild 2.5: Rotierende Scheibe mit gefiihrter Punktmasse

Q dreht. Der daraus resultierenden Drehung Q7 ist die Storung @, cos ¢ (Winkelschwankung,
|Py| << 1) iiberlagert. Durch den Stab auf der Scheibe wird ein Gleitstein (Punktmasse m) rei-
bungsfrei gefiihrt und ist durch ein Feder-Dampferelement (k, d) an die Scheibe angekoppelt.
Die entspannte Federldnge sei L. Mit den Parametern aus Bild 2.5 sind zu ermitteln:

* die nichtlineare Bewegungsgleichung mit Hilfe

— des Impuls- und Drallsatzes und der NEWTON-EULER-Methode (2.96)
— der LAGRANGEschen Gleichung 2. Art (2.111)

* die beziiglich der Gleichgewichtslage des ungestorten Systems (P = 0) linearisierte Bewe-
gungsgleichung

Loésung: Das Schwingungssystem hat f = 2 Freiheitsgrade — Drehung der Scheibe, Translation
der Punktmasse —, als generalisierte Koordinaten wihlen wir zunichst:

a=[7. R]", Y=Qt+¢, (2.139)

vgl. auch Bild 2.6. Neben dem Inertialsystem (/) wird das scheibenfeste, also mitdrehende,
Korper-Koordinatensystem (K) nach Bild 2.6 eingefiihrt. Die Drehung erfolgt um die ;z-Achse,
so dass die korrespondierende Drehmatrix Ty = T'g; (2.14) gilt.

Obwohl nach beiden Methoden (NEWTON-EULER und LAGRANGE) die Zwangs- bzw. Reak-
tionskrifte (Schnittkréfte) nicht in die Betrachtung eingehen, fithren wir sie dennoch teilweise
ein, vgl. Bild 2.6. Die NEWTON-EULER-Methode wird zeigen, dass sie ausgeblendet werden,
d. h. sie leisten keine virtuelle Arbeit.

o NEWTON-EULER-Methode: Zunichst betrachten wir die Kinematik des Gleitsteins m. Ausge-
hend von der Beschreibung im (K)-System erhalten wir mit den Bezeichnungen aus Bild 2.5 und
Bild 2.6 den Lagevektor im (/)-System

X R—a cosy —siny 0
rs,(@) =y | =Tix| e |, Tw=Tk=|siny cosy 0 | . (2.140)

Lz b o 0 1
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Da die Zeit in (2.140) nicht explizit auftritt, berechnet sich die Geschwindigkeit nach (2.42) zu

drs,(q)  9irs,(q)
ay JdR

ar .
mslad) = 2D g srga. i)

(2.141)

mit der JACOBI-Matrix der Translation J7. Eine weitere zeitliche Ableitung ergibt nach (2.42)
die Beschleunigung

Im@wzm@¢m=mm=h@mm+“@?”m (2.142

Fiir die Drehung um die ;z-Achse ist die Winkelgeschwindigkeit
@(g) = [0, 0, 71" (2.143)
und die Winkelbeschleunigung

do (g d0(4
10(q,4) = o) _ w((;;)q, = Jrq, Jr= . (2.144)

NS
<.
QO
=

Ey
" ; I8,
Ky o § z 4 KX
L ,’\} - ‘S 5
N m 4
V.,
Pl [ 6
,// \\\ ' / , ! £
5 ’/X\
\ Fi pa _
Lol
5 | ] FAS

Bild 2.6: Schnittbild, Krifte und Koordinaten

Da der Gleitstein (m) eine Punktmasse ist, folgt seine Bewegung aus dem Impulssatz (2.63)
a(tym = f52) (2.145)

mit ;a(¢) nach (2.142) und den eingeprigten Kriften f, der Feder und des Dampfers sowie der
Reaktiondkraft fy infolge der Fithrung Fy

f82) = ,féSZ) + ,fﬁSZ) =T (xfr + «fp) + Tixxfn, (2.146)
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wobei im (K)-System
kfr = [~k(R—L), 0,0]": xkfp = [—dR, 0,0]": xfy =10, —Fy, 0]" (2.147)

die eingeprigten Krifte g fr, xfp und die Zwangskraft g fy auf den Gleitstein bezogen sind.

Der Drehbewegung der Scheibe liegt der Drallsatz zugrunde. Es wird vorausgesetzt, dass
der Einfluss des Stabes auf die Massentrigheitsmomente der Scheibe vernachlissigbar ist, der
Tragheitstensor

1=diag(l,, I, L), I, =1 (2.148)

hat somit Diagonalgestalt und ist unabhingig vom Koordinatensystem (/), (K) konstant. Dariiber
hinaus ist die Drehachse raumfest, so dass nach (2.70) der Drallsatz im (I)-System

1,0 = m"Y (2.149)

folgt. Das auf 0 bezogene Moment ;m(%) bilden wir mit den Tildeoperatoren — vgl. (2.73) —, die
mit
T. T
Krp, = [—a, e, b] 5 Krs, = [R—a, e, b] (2.150)
zu bilden sind, so dass

0 = m + m® = T kPp, (kfF + kfp) +

+ (0,0, k(v — B (1)) — d (7= Br (1)) | " — Tix ks, xf v

Im(
(2.151)

fiir das eingeprigte Moment m, und das Zwangsmoment m, — letzter Term — im (/)-System.

Um die Bewegungsgleichungen fiir y und R zu erhalten, muss Fy eliminiert werden. Diesen
Schritt vollfithren wir zweckméBiger Weise mit Hilfe der JACOBI-Matrix der Translation J7 aus
(2.141) und der der Rotation Jg nach (2.144). Durch Linksmultiplikation der Teilbewegungen
(2.145), (2.149) jeweils mit J7, Jg und anschlieBender Summation finden wir mit (2.96) die
implizite Bewegungsgleichung:

8a.4.4) = J7 (1a(ym — 1f*)) + If (Lo —m) = J5if, +Fml” . @152)
—_——
0

wobei mit (2.142) und (2.144) aus (2.152) folgt:

(mITJr +I51IR) G + JF J (;;q) mq — (JL (52) +J,£,m£°>) ~0, (2.153)
oder kurz
M(q)q + f(q.4,t) = 0. (2.154)

In (2.153) enthélt der erste Term die 2 x 2-Massenmatrix M, der zweite die Coriolis-Krifte/Mo-
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mente sowie die Feder-, Dampfungs- und Anregungs-Krifte/Momente.

o LAGRANGE-Methode
Fiir die Herleitung nach dem LAGRANGEschen Formalismus gehen wir beziiglich der Kinematik
einen etwas anderen Weg. Wir legen als generalisierte Koordinaten jetzt

90 = { 2 ] (2.155)

zugrunde. In dieser Schreibweise hingt ;rs,(q¢,?) explizit von der Zeit ¢ ab, was bei den zeit-
lichen Ableitungen zu beriicksichtigen ist. In ;rs,(g) nach (2.140) substituieren wir zunichst
Y — ¢@+Qt,so0dass rs,(qe,1). Die Absolutgeschwindigkeit lautet in diesem Fall:

orr 1) orr )t . _
Ivsz(q7qat) = ! Ss(qqq:p )q(P + d Sz;?(p ) = JT(p(q(P7t)q(D + v(q(Pvt) . (2.156)

Das Ergebnis von (2.141) stimmt natiirlich mit (2.156) tiberein.

In den LAGRANGE-Formalismus (2.111) gehen ein:
e kinetische Energie

1
T(g9:4¢:1) = 5 (mvs, vs, + 10" 1,0) (2.157)

e potentielle Energie

1
Vigg) = 5 (KR—Lo) + k(9 — Pycos (21))°) (2.158)
e generalisierte Kraft/Moment beziiglich Dimpfung und Anregung — vgl. (2.110) —

Qu(dg1) =I5, Tik xfo+Jk (~Tux Fr, o+ 1[0, 0, ~dy (¢+ 2y sin (20)]") 2159)

Alle Terme werden wieder symbolisch mit dem Rechner ausgewertet, so dass die Bewegungs-
gleichung mit den separierten Erregertermen

M(qq)d, + k(g9.9y) + P(d9.9,) = h(1) (2.160)

gebildet werden kann. Die Einzelterme ergeben sich mit dem Programm ImDrLa_1.maus [52]
zu:

=[] [

) kv @ +d, ¢ Dy (ky, cos (1) —d,,Q sin (Q21))
P(q(qu(p): |: k(R—L()) + dR :|, h(t) = |: 0 0 :l .

M ist keine Diagonalmatrix, d. h. es besteht eine Kopplung durch die Trégheitsterme, k ist der
nichtlineare Vektor der Coriolis- und Zentrifugalkrifte und koppelt ebenfalls die Bewegungen, p
enthilt Feder- und Dampferkrifte und k() die separierten Erregerterme.
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e Linearisierung Fiir kleine Schwingungen der Scheibe ¢ sowie R der Masse m konnen wir
unter der Voraussetzung

qo =qo0+y(t), h(t)=ho+h(t), (@) <<l1, |hl<<1 (2.161)

mit (2.160) eine TAYLOR-Entwicklung bis zum linearen Term durchfiihren:

M(qp0) doo+ k(q¢,an(p,0) + P(‘I(p.oaqq),o) —ho+

M 3 (kdo.40) 4 p(dord
a"q(p . (k(gq q(pa)' P49,40)) .
dy |, 40 . (2.162)
) (k(qq)aq(p)+p(q¢aq(p)) - il(t) -0
9 o '

Der Mittelwert ho der Erregung h(f) mit |®y| << 1 ist null, so dass mit
ho =0, h = [k,Dcos (2t)—d, QP sin (Q1), 0]"

aus den ersten vier Termen von (2.162) die konstante Gleichgewichtslage g (£2), 4p0 =0,
4,0 =0 in Abhingigkeit von € aus

k(g90,0) + p(gp0,0) =0 (2.163)

zZu

0
40 = [ gg } — | kLop—am@? (2.164)
k—mQ?2

folgt. Die restlichen Terme von (2.162) beschreiben die linearen Schwingungen
Moy + (G+D)y + Ky = h(1) , (2.165)

wobei
e Massen-Matrix My: aus M mit R — Ry

(Ro—a)*+e*)m+1I, —me ]

—me m

Mo = {
o Kreisel- und Dampfungsmatrix

G:{—ZmQ(ERO—a) 2mQ(§O_Q)]’ b= {Cgv 2}
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o Steifigkeitsmatrix und Anregungsvektor

|k 0 = Dy (kyy cos (2t) — d,,Q sin (Qt))
K‘[o kmm]’ h(t) = 0

M, und G hingen von der Gleichgewichtslage ab, G ist dariiber hinaus schiefsymmetrisch. Dam-
pfungs- und Steifigkeitsmatrix D, K sind Diagonalmatrizen, wobei K fiir k < mQ? negativ definit
ist und somit die Schwingung nach Kapitel 3 bzw. [44], [49] instabil ist. Wir setzen deshalb
k > mQ? und nach (2.164) Ly > amQ? /k, so dass Ry > 0, voraus. Die freien und erzwungenen
Schwingungen von (2.165) lassen sich mit den Methoden des folgenden Kapitels berechnen.

Die Bewegungsgleichungen und deren Linearisierung konnen auf der Basis der Programmab-
drucke der letzten Abschnitte programmiert oder in [52], Programm: ImDrLa_1 .m, eingesehen
werden. Weitere Beispiele, in denen Bewegungsgleichungen aufgestellt werden, enthilt Kapi-
tel 8.



